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॥4.7 भूमिका 


॥74..7 प्राकृत संख्याओ के गुणनखंड 


अध्याय 
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आपको याद होगा कि आपने गुणनखंडों (£८०५) के बारे में कक्षा शा में पढ़ा था। आइए, एक 
प्राकृत संख्या लेते हैं। मान लीजिए यह संख्या 30 है। हम इसे अन्य प्राकृत संख्याओं के गुणनफल 


के रूप में लिखते हे, जैसे 


30=2%5 हम जानते हें कि 30 को इस रूप में भी लिखा जा सकता हे : 


=3x]0=5X6 3७ | 30 


इस प्रकार ।, 2, 3, 5, 6, 0, ।5 और 30 | इस प्रकार, । और 30 भी 30 के गुणनखंड हैं। आप देखेंगे 
संख्या 30 के गुणनखंड हैं। इनमें से 2, 3 और 5, | कि । प्रत्येक संख्या का एक गुणनखंड होता है उदाहरणार्थ, 
संख्या 30 के अभाज्य गुणनखंड हैं (क्यों?)। जब | ।0! = । » 0| होता है। 
कोई संख्या अभाज्य गुणनखंडां के गुणनफल के | परतु जब भी हम किसी संख्या को गुणनखंडों के गुणनफल के 
रूप में लिखी हो, तो वह उसका अभाज्य गुणनखंड | रूप में लिखेंगे, तो हम, । को गुणनखंड के रूप में तब तक 
रूप कहलाता है। उदाहरण के लिए 30 को | नहीं लिखेंगे। जब तक विशेष रूप से आवश्यक न हो। 


अभाज्य गुणनखंड रूप में 2 % 3 » 5 लिखते हैं। 





70 का अभाज्य गुणनखंड रूप 2 > 5 7 है। 90 का अभाज्य गुणनखंड रूप 2 ५ 3 ५ 3 % 5 


है, इत्यादि। 

इसी प्रकार, हम बीजीय व्यंजकों (4]९९७raic ९५r९5५।००) को भी 
उनके गुणनखंडों के गुणनफलों के रूप में व्यक्त कर सकते हैं। इसका 
हम इस अध्याय में अध्ययन करेंगे। 
4.2.2 बीजीय' व्यंजकों के गुणनखंड 
हम कक्षा शा में देख चुके हैं कि बीजीय व्यंजकों के पद (€$) 
गुणनखंडों के गुणनफलों के रूप में बनते हैं। उदाहरणार्थ, बीजीय 
व्यंजक 5 + 3% में, पद 5) गुणनखंडों 5, ४ और + से बना हे, अर्थात्‌ 

309 5८ SXxXY 

ध्यान दीजिए कि 5%) के गुणनखंड 5, » और » को और आगे 
गुणनखंडित नहीं किया जा सकता हे, अर्थात्‌ उन्हें गुणनखंडों के 
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ध्यान दीजिए कि ।] पद 5+), का एक 
गुणनखंड है, क्योंकि 

SNS 8 NC 2) 
वास्तव में, । प्रत्येक पद का एक गुणनखंड 


होता है। प्राकृत संख्याओं की स्थिति की 
ही तरह, जब तक विशेष रूप से आवश्यक 
न हो, हम ] को किसी भी पद का 
अलग से गुणनखंड नहीं लिखते हैं। 
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गुणनफल के रूप में व्यक्त नहीं किया जा सकता है। हम कह सकते हैं कि 5% के अभाज्य 
गुणनखंड (prime 80००४) 5, » और » हैं। बीजीय व्यंजकों में, हम 'अभाज्य' के स्थान पर 
शब्द 'अखंडनीय (९७८।७।९)' का प्रयोग करते हैं। हम कहते हैं कि 5५) का अखंडनीय रूप 
5 >. % ) है। ध्यान दीजिए कि 5 > (७9) पद 55५ का अखंडनीय रूप नहीं है, क्योंकि गुणनखंड 
४» को और आगे » एवं + के गुणनफल के रूप में व्यक्त किया जा सकता हे, अर्थात्‌ ४४5» » ) है। 

अब, व्यंजक 3% (४+ 2) पर विचार कीजिए। इसे गुणनखंडों 3, » और (४+ 2) के गुणनफल 
के रूप में व्यक्त किया जा सकता है। अर्थात्‌ 

3x(x + 2) =3x xx (x+2) 
व्यंजक 3% (५ + 2) के अखंडनीय गुणनखंड 3, « और (४+ 2) हैं। 
इसी प्रकार, व्यंजक ।0% (%+ 2) (+3) को अखंडनीय रूप में इस प्रकार व्यक्त किया जाता है: 
IOx(x+2)V+3)=2XSXxX(K+2)X(V+3) 


4.2 गुणनखंडन क्या है? 


जब हम किसी बीजीय व्यंजक के गुणनखंड करते हैं, तो हम उसे गुणनखंडों के गुणनफल के रूप 
में लिखते हैं। ये गुणनखंड, संख्याएँ, बीजीय चर या बीजीय व्यंजक हो सकते हैं। 3४), 5+?) , 
2x(y+2),5(+]) +2) जैसे व्यंजक पहले से ही गुणनखंड रूप में हैं। जैसा कि हम पहले 
से ही जानते हैं, हम उपरोक्त व्यंजकों के गुणनखंड इन्हें देखकर ही पढ़ सकते हैं। 

इसके विपरीत 2४+ 4, 3% + 3), ४2+ 5%, «2+ 5% +6 जैसे व्यंजकों पर विचार कोजिए। यह 
स्पष्ट नहीं है कि इनके गुणनखंड क्या हैं। इस प्रकार के व्यंजकों के गुणनखंड करने के लिए, 
हमें क्रमबद्ध विधियाँ विकसित करने को आवश्यकता है। यही अब हम करेंगे। 


4.2.] सार्व-गुणनखंडों की विधि 


७ हम एक सरल उदाहरण से प्रारंभ करते हैं : 2४ +4 के गुणनखंड कीजिए। 
हम इसके प्रत्येक पद को अखंडनीय गुणनखडों के गुणनफल के रूप में लिखेंगे : 
DV 2 १ 
4=2%2 
अतः Dx +4=(xx)+ (22 2) 
ध्यान दीजिए कि गुणनखंड 2 दोनों पदों में उभयनिष्ठ (सार्व) है। 
देखिए, बंटन नियम द्वारा 
2 > (४+2) 5 (2 ४) + (2>2) 
अत: हम लिख सकते हैं कि 
2x +4=2x(+2)=2(+2) 
इस प्रकार, व्यंजक 2%+4 वही है जो 2 (५+ 2) है। अब हम इसके गुणनखंड पढ़ सकते हैं : 
ये 2 और (४+ 2) हैं। ये गुणनखंड अखंडनीय हैं। 
अब, 54५ + ।0% के गुणनखंड कोजिए। 
5५ और ।0 के अखंडनीय गुणनखंड रूप क्रमशः हैं : 
SXy=SXxXXYy 
IOx= 2x5 xx 
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ध्यान दीजिए कि दोनों पदों में 5 और » उभयनिष्ठ गुणनखंड हैं। अब, 

529 + lIOx=(SxXxxXy)+(SxXx > 2) 

= (Sx > 9) + (553 > 2) 
हम दोनों पदों को बंटन नियम द्वारा संयोजित करते हैं : 
(Sxx 9) + (5524८ 2) 5८ 55% > ( »+ 2) 
अत: 5) + ॥07- 5 + (५+ 2) (यही वांछित गुणनखंड रूप है।) 
उदाहरण  ;: ।2?७ + [5652 के गुणनखंड कोजिए। 
हल : हम पाते हैं : l2ab=2x2xX3XaxXaxb 
IlSab'=3xS5xXaxbxb 

इन दोनों पदों में 3, ८ और ७ सार्व गुणनखंड हैं 
अतः; I2ab+ lSab’= (3 42८ 72 2 22 6) + (3 »& ६ »< 27»: 5 ८ 9) 

-3> 4 >< 8 » [(2>< 2 ८ 6)+ (5 »< 8) | 

= 360 > (44 + 5b) (पदों को मिलाने पर) 


= 34} (44 + 5b) (वांछित गुणनखंड रूप) 
उदाहरण 2 : ।0%? - ।83 + ।4%*¦ के गुणनखंड कोजिए। 
हल : IOx=2xXSxXxXX 


Ix =2xX3X3IXXXXXX 
IAx' <- 2 72८ ४ € ४ ८ ४ >»< xX 
इन तीनों पदों में सार्व गुणनखंड 2, » और 5 हैं। 
अत; I0x° - I8x + IAN Rd x x x 5) - (2 » xX ४ » 3X3Xx) 
+ (2 » ४ >< > / >. > 2) 
- 2» ४» ४ »[(5- (3 » 3 » ४) + (/ <<. »< 2)| 


20 (7४7 7 945) (तीनों पदों को 


= 2 > (5- 9४+ 7४“) ८ जा कुम 
लान पर 






गुणनखंड कीजिए : 
(i) I2x +36 (ii) 229 - 332 (iii) I4pg + 3574 





क्या आप देख रहे हैं कि एक व्यंजक 
के गुणनखंड रूप में केवल एक ही 
पद होता है? 







4.2.2 पदों के पुनः समूहन द्वारा गुणनखंडन 
व्यंजक 2%) + 2) + 3% + 3 पर विचार कीजिए। आप देखेंगे कि पहले दो पदों में सार्व गुणनखंड 
2 और + हैं तथा अंतिम दो पदों में सार्व गुणनखंड 3 है। परंतु सभी पदों में कोई सार्व गुणनखंड 
नहीं हे। हम किस प्रकार प्रारंभ करेंगे? 
आइए, (2४५ + 29) को गुणनखंड रूप में लिखें। 
229 + 29 ८ (2> > 9) + (2> 9७) 
=(2xXyxXx)+(CxXyXI) ध्यान दीजिए : यहाँ हमें । 
=(2yxx)+OyxD=2y( को गुणनखंड के रूप में 
इसी प्रकार, 3x+3=(3%x)+(3xT]) दर्शाने कौ पर 
वेक ळे) है। क्यों? 
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अतः 2xy+2y+3x+3=2y@+D)+3(x+)) 
ध्यान दीजिए कि यहाँ दाएँ पक्ष के दोनों पदों में एक सार्व गुणनखंड (४+ ]) है। दोनों पदों को 
मिलाने पर, 
2xy+2y+3x+3=2y(+D+3(+l=(+l)Cy+3) 
अब, व्यंजक 2%) + 2) + 3% + 3 गुणनखंडों के गुणनफल के रूप में है। इसके गुणनखंड 
(+ + ]) और (2+ + 3) हैं। ध्यान दीजिए कि ये गुणनखंड अखंडनीय हैं। 
पुनः समूहन ( r९९r०॥pn९ ) क्या है? 
मान लीजिए कि उपरोक्त व्यंजक 2 + 3 + 2+ 3% के रूप में दिया है, तब इसका गुणनखंडन 
देखना सरल नहीं है। इसी व्यंजक को 2% +2) +3%+3 के रूप में पुनर्व्यवस्थित करने पर, 
इसके (2%) + 20) और (3+ + 3) समूह बनाकर गुणनखंडन किया जा सकता है, यही 
पुनः समूहन है। 
पुनः समूहन एक से अधिक विधियों द्वारा संभव हो सकता है। मान लीजिए कि हम उपरोक्त 
व्यंजक को 209 -- 3:+ 29+3 के रूप में पुनः समूहन करते हैं। इससे भी हम गुणनखंड प्राप्त 
कर सकते हैं। आइए, प्रयास करें : 
2xy+3x+2y+3=2xXxxXy+3xXx+2y+3 
=xx(2y+3)+Ix(2y+3) 
=(2y+3)(G+l) 
गुणनखंड वही हैं (जैसा कि उन्हें होना चाहिए), यद्यपि वे विभिन्न क्रम में दिखाई दे रहे हैं। 


उदाहरण 3 : 6५-4५+6- 9% के गुणनखंड कोजिए। 


हल : 

चरण | जाँच कीजिए कि क्या सभी पदों में कोई सार्व गुणनखंड है। यहाँ कोई नहीं है। 

चरण 2 समूहन के बारे में सोचिए। ध्यान दीजिए कि पहले दो पदों में सार्व गुणनखंड 2) है। 
अतः, 

0४५ - 4५ > 2५ (3.0 - 2) (8) 
अंतिम दो पदों के बारे में क्या कहा जा सकता है? उन्हें देखिए। यदि आप इनका क्रम 
बदलकर - 9४ + 6, लिख लें, तो गुणनखंड ( 3% - 2) आ जाएगा। 
अतः -9४+05--3 (3४) + 3 (2) 

=-3 (3४-2) (0) 
चरण 3 (४) और ७) को एक साथ रखने पर, 
0४9 - 409 -- 0 - 9४ >> 0:५9 - 49 - 9४ + 6 
= 29 (3४ - 2) - 3 (3४ - 2) 
= (3+ - 2) (29 - 3) 
इस प्रकार, (6709-49 -- 6-9) के गुणनखंड (3४ - 2) और (2) - 3) हैं। 
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कक प्रश्‍नावली 74.7 
. दिए हुए पदों में सार्व गुणनखंड ज्ञात कीजिए : 





i) I2x, 36 6) 2y,22xy (ii) l4 74, 28p'q 
(IV) 2x, 32“, 4 (५) 6 abc, 24ab’, I2 ८७% 
(vi) l6x°,— 4x’, 32x (vii) I0pq, 20gr, 30rp 


(vii) 3४ ४, IOx° ५१७6 ४४ १८ 
2. निम्नलिखित व्यंजकों के गुणनखंड कीजिए : 


0) 7४-42 (0) Op—l24 (ii 74८ + l4a 
IV) —I62+207 (९) 20 m+30alm 
(vw) Sx’ y—-l5Sxy’ (vi) lIOa’—lI5b'+20c 


(vii) -44८+4 407 - 4 ८६ 
() ax y+bxy'+cxyz 
3. गुणनखंड कीजिए : 
(0) x + xy+8x+8y 0) lISxy—Ox+5y-2 
Wt) ax+bx—ay-—by (0५) lSpqg+l5+9g+25p 
(५) Z-l+Txy-xyZ 


(9) * 2+ *)2+*)2 तीनों पदों को मिलाने पर) 


4.2.3 सर्वसमिकाओं के प्रयोग द्वारा गुणनखंडन 


हम जानते हैं कि (a+b) - 4 + 249 + 9? () 
(ध- by} 5८ ८-2 +b’ (IT) 
(ध + 0) ( -- 9) > ८८ - 9 (IT) 


निम्नलिखित हल किए उदाहरणों से यह स्पष्ट हो जाएगा कि गुणनखंडन के लिए इन सर्वसमिकाओं 
(den।९५) का किस प्रकार प्रयोग किया जा सकता है। पहले हम दिए हुए व्यंजक को देखते 
हैं। यदि यह उपरोक्त सर्वसमिकाओं में से किसी एक के दाएँ पक्ष के रूप का है, तो उस 
सर्वसमिका के बाएँ पक्ष के संगत व्यंजक से वांछित गुणनखंड प्राप्त हो जाते हैं। 


उदाहरण 4 : ५+ 8४+ ]6 के गुणनखंड कोजिए। 


हल : इस व्यंजक को देखिए। इसके तीन पद हें। अतः इसमें सर्वसमिका ] का प्रयोग नहीं किया 
जा सकता है। साथ ही, इसके पहले और तीसरे पद पूर्ण वर्ग हैं तथा बीच वाले पद का चिह्न 
धनात्मक है। अतः यह ८:+ 262 + ४? के रूप का है, जहाँ ० = % और 9 = 4 हैं। 











इस प्रकार, a. +2ab+b= ४ + 2 (४) (4) + 47 ध्यान दीजिए कि दिया हुआ 
ज = +8+ 6 व्यंजक ०? - 24७ +0? के 

क्योंकि 42+ 2ab + b°= (a +b)’, रूप का है, जहाँ ८ = 2), 

तुलना करने पर, x +8x+l6=(x+4) (वांछित गुणनखंडन) 9-3 तथा 24७ = 2 % 2) % 3 


उदाहरण 5 : 45° ।2+ 9 के गुणनखंड कीजिए। = 2) हैं। 
हल : ध्यान दीजिए कि 4)? = (202, 9 = 3? और ]2 = 2 % 3 > (29) 
अतः Ay’—I2y+9=(2y)-—2x3x(2y)+ (3)? 


= (2५-3)? (वांछित गुणनखंडन) 
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उदाहरण 6 : 499 - 36 के गुणनखंड कोजिए। 
हल : यहाँ दो पद हैं। दोनों ही पूर्ण वर्ग हें तथा दूसरा ऋणात्मक है अर्थात्‌ यह व्यंजक 
(८? - 92) के रूप का है। यहाँ सर्वसमिका ] का प्रयोग किया जाएगा। 

499 —36= (Cp) -(6) 

= (77-06) (77 + 6) (वांछित गुणनखंडन) 

उदाहरण 7 : ०? 2} + 7? - ८? के गुणनखंड कोजिए। 
हल : दिए हुए व्यंजक के पहले तीन पदों से (४-४) प्राप्त होता है। चौथा पद एक वर्ग है। 
इसलिए इस व्यंजक को दो वर्गों के अंतर के रूप में परिवर्तित किया जा सकता है। 


इस प्रकार व2- 26% + b?- ८? = (a - b)?- ८? (सर्वसमिका [ से) 
- [(ध- 9) - ८) ((४- 2) + ८)] (सर्वसमिका शा से) 
=(a-b-c)(a-b+c) (वांछित गुणनखंडन) 


ध्यान दीजिए कि वांछित गुणनखंडन प्राप्त करने के लिए, हमने किस प्रकार एक के बाद एक 
दो सर्वसमिकाओं का प्रयोग किया है। 


उदाहरण 8 : #* - 256 के गुणनखंड कोजिए। 


हल : हम देखते हैं कि 77” >. (7722 और 256 > (]6)2 
अतः दिए हुए व्यंजक में सर्वसमिका | का प्रयोग होगा। 
इसलिए nN 256 > (rN NE)? 


= (॥2-6) (2? +6) [(सर्वसमिका ()से] 
अब #?+ ]6 के आगे गुणनखंड नहीं किए जा सकते हैं, परंतु (?-]6) के सर्वसमिका I 
के प्रयोग से और भी गुणनखंड किए जा सकते हैं। 
अब m—I6 = m’ — 4 
=(m—4)(m+4) 
इसलिए, m'—256=(m—4)(m+a4) (m+I6) 
॥4.2.4 (४+) (४ +0) के रूप के गुणनखंड 
आइए अब चर्चा करें कि हम एक चर वाले व्यंजकों, जेसे ५+ 5+ 6, ?-7y+2, 2? - 
42 - ]2, 392 + 9 + 6, इत्यादि के गुणनखंड किस प्रकार कर सकते हैं। ध्यान दीजिए कि ये 
व्यंजक (८ + ४)? या (८-0)? के प्रकार के नहीं है, अर्थात्‌ ये पूर्ण वर्ग नहीं हैं। उदाहरणार्थ, 
४2 + 5:+ 6 में पद 6 एक पूर्ण वर्ग नहीं है। स्पष्टतः इस प्रकार के व्यंजक (८? - ४?) के प्रकार 
के भी नहीं हैं। 
परंतु ये ५? + (८ + ४) + + के प्रकार के प्रतीत होते हैं। इसलिए इस प्रकार के गुणनखंड 
करने के लिए, हम पिछले अध्याय में अध्ययन की गई सर्वसमिका सात का प्रयोग कर सकते 
हैं। यह सर्वसमिका है : 
x+a)(+b)=x’+(a+b)x+ab (IV) 
इसके लिए हमें + के गुणांक (८०९८।९१६) और अचर पद को देखना होगा। आइए, 
निम्नलिखित उदाहरण में देखें कि ऐसा किस प्रकार किया जाता है। 


2020-2 


गुणनखंडन क्लि 23॥ 


उदाहरण 9 : «+ 55--6 के गुणनखंड कीजिए। 
हल : यदि हम सर्वसमिका (७) के दाएँ पक्ष एराप ५) से ++ 5% +6 की तुलना करें, तो हम पाएंगे 
कि ८७= 6 और ८--७२5 है। यहाँ से हमें ८ और ७ ज्ञात करने चाहिए। तब (४+ ८) और 
(५ + 5) गुणनखंड होंगे। 
यदि ८9 ८6 है, तो इसका अर्थ हे कि ८ और ७ संख्या 6 के गुणनखंड हें। 

आइए, ८= 6 और ॥ = लेकर प्रयास करें। इन मानों के लिए 4+ =7 है और 5 नहीं 
है। इसलिए यह विकल्प सही नहीं हे। 

आइए ८८2 और 9 = 3 लेकर प्रयास करें। इसके लिए, ८+७=5 है, जो ठीक वही हे जो 
हम चाहते हें। 
तब, इस दिए हुए व्यंजक का गुणनखंड रूप (४+2) (४+ 3) है। 


व्यापक रूप में, +? + #४+ के प्रकार के बीजीय व्यंजक के गुणनखंड करने के लिए, हम 

4 के (अर्थात्‌ अचर पद के) दो गुणनखंड ८ और ७ इस प्रकार ज्ञात करते हैं कि 
CO और += 7 हो। 

तब, यह व्यंजक हो जाता है: +? +(८+ ७) + +b 


या x‘ + ax + bx + ab 
या x(x +a)+b(x+a) 
या +4) (४५७) ` जो, वांछित गुणनखंड हैं। 


उदाहरण ]0 : ५2-7) +।2 के गुणनखंड ज्ञात कोजिए। 
हल : हम देखते हैं कि 2=3%4 और 3+4 =7 है। 
इसलिए, y—-iy+l2=y—3y-4y+I2 
=) -3)-4-3) =0-3) (५-4) 

ध्यान दीजिए कि इस बार हमने ८ और ७ ज्ञात करने के लिए, दिए हुए व्यंजक को तुलना 
सर्वसमिका [४ से नहीं को। पर्याप्त अभ्यास के बाद, आपको दिए हुए व्यंजकों के गुणनखंड करने 
के लिए उनकी तुलना सर्वसमिकाओं के व्यंजकों से करने की आवश्यकता नहीं है तथा आप 
सीधे ही गुणनखंड कर सकते हैं जैसा हमने ऊपर किया है। 


उदाहरण ।। : 2-47 ]2 के गुणनखंड प्राप्त कोजिए। 


हल : यहाँ ८०=-2 है। इसका अर्थ है कि ८ और में से एक ऋणात्मक है। साथ ही, 
०+८=-4 है। इसका अर्थ है कि बडे संख्यात्मक मान वाला ऋणात्मक है। हम ८=- 4 और 
७ = 3; लेकर प्रयास करते हैं। परंतु यह कार्य नहीं करेगा, क्योंकि ६ -- = -] है। इनसे अगले 
संभव मान ८०=-6 और ७-2 हैं, तब ८+ = -4 हे, जो हमें चाहिए। 
अतः 7 2०542 Ord 2r=l2 

=2(2-6)+2(-6) 

=(Z-6)(Z+2) 
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उदाहरण 2 : 3/?+ 9# + 6 के गुणनखंड प्राप्त कोजिए। 

हल : हम देखते हैं कि 3 सभी पदों का एक सार्व गुणनखंड है। 

अतः 3m’ +9m+6=3(m+3m+2) 

अब, m?+3m+2=m°+m+2m+2 (क्योंकि = <2) 
=m(m+ I)+2(m+l]) 


=(m+lI)(m+2) 


अत; 3m +9m+6=3(m+l)(m+2) 





कक प्रश्‍नावली 4.2 


।. निम्नलिखित व्यंजकों के गुणनखंड कीजिए : 
i) a’ +8a+l6 ऐ) p'—-lI0p+25 (0) 25m’+30m+9 
(iv) 49y° + 84yZ + 362° (V) 45%“ - 8: + 4 
(vi) I2lb"-— 88bc + l6c? 
(vi (+m) - 497 (संकेत : पहले (7+)? को प्रसारित कोजिए।) 
(viii) a + 2427: + ४ 
2. गुणनखंड कीजिए : 
(0) 4p?- 94? (i) 63a’—lI2b’ (iD 495४ -- 36 
Iv) ION - [44 (MD ((+#0*“ - (/ - #)* 
(vid 9४ y—I6 (vi) (४ - 279 + ४) - ८” 
(vii) 256“ - 49: + 2892८ - 49८* 
3. निम्नलिखित व्यंजकों के गुणनखंड कीजिए : 


I) ax’ + bx (6) Tp’ +2lq’ Gi) 2x° + 230” + 2x2 
(IV) am’ + bm’ + bn’ + an’ (०) (m+D+m+l 
(४) YOON (vii) 5/- 20y - 82+ 2y2 
(vii) lOab+4a+5b+2 (x) Oxy—4y+6-— 9४ 
4. गुणनखंड कीजिए : 
(0) ab Gi) ७-8] Gi) x - (॥-- 2) 


(५) XY - (४-2) (५) a’ - 26:72 + ४ 
5. निम्नलिखित व्यंजकों के गुणनखंड कीजिए : 
0) ०२-6७-8 0) ag’ -lOg+2l छो) p?+6p—Il6 


4.3 बीजीय व्यंजकों का विभाजन 


हम सीख चुके हैं कि बीजीय व्यंजकों को किस प्रकार जोड़ा और घटाया जाता है। हम यह भी जानते 
हैं कि दो व्यंजकों को किस प्रकार गुणा किया जाता है। परंतु हमने एक बीजीय व्यंजक से दूसरे व्यंजक 
के विभाजन पर अभी तक चर्चा नहीं की है इस अनुच्छेद में, हम यही करना चाहते हैं। 
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आपको याद होगा कि विभाजन (0४507) गुणन (mM़ultip।i८at०॥) की प्रतिलोम संक्रिया है। इस 
प्रकार, 7५8=56से 565: 8 - 7 या 56 < 7 = 8 प्राप्त होता हे। 
यही हम बीजीय व्यंजकों के विभाजन (या भाग देने) के लिए भी कर सकते हें। उदाहरणार्थ, 


(0) 20% यह 
अतः 6.0 + 2x = 352 
तथा साथ ही, 6x’ ~ 3x = 25 

(ii) Sx (x +4)= 5x’ + 20x 
अत: (Sx + 205) + 3. ८ ४ + 4 


तथा साथ ही, (5% + 20x) + (५+ 4) = 5x 
अब हम ध्यानपूर्वक देखेंगे कि एक व्यंजक को अन्य व्यंजक से किस प्रकार विभाजित किया 
जा सकता है। प्रारंभ करने के लिए, हम एक एकपदी (I0n०॥]) का एक अन्य एकपदी से 
विभाजन पर विचार करेंगे। 


4.3. एकपदी का एक अन्य एकपदी से विभाजन 
6% + 2% पर विचार कोजिए। 
हम 2% और 6% को अखंडनीय गुणनखंड रूपों में लिख सकते हैं : 
2.0 = nx . 
6: AX 3८४ २ >> 
अब हम 25 को अलग करने के लिए, 6% के गुणनखंडों के समूह बनाते हैं। 
ल - 2X xx (360८ # x (2x) x (3x?) 
इस प्रकार, 6x3 + 2x = 3x2 
सार्व गुणनखंडों को निरस्त करने की एक संक्षिप्त विधि वह है जो हम संख्याओं के विभाजन में 
करते हैं। 
7N_3xII 





जैसे 7575 = 
6x° 
इसी प्रकार, 6x 2x = —— 
Ba 
PDD SD % ८ 
= = ०.) VN | 3X2 
2x x 
उदाहरण ]3 : निम्नलिखित विभाजन कीजिए : 
(i) —20x' = I0x° (0) 7300205 l4xyz 


हल $४ 
0) -20४ eV 2 rng 
IOx=2xXSXxXXX 
—DXDKSXXXNXIXXX 


अतः Ct 4) _*_ ळय NESSIE NIE EEE EE अ >> v2 
; (-205") = IOx नाकार 2x xxXx=-2X 
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JXXXXXYVXYXLXZ 


2272 
6) सिट + TAxyz DXTXxXYXZ 





XX YXZ ] 
क 0 च = 5 
ह» 2, 
प्रयास कीजिए 
भाग दीजिए : 
(0) 2449223 को 622 से (i) 63८२३८ को 74७२८१ से 





4.3.2 एक बहुपद का एक एकपदी से विभाजन 
आइए, एक त्रिपद (trinomia]) 4 + 5)? + 6) का एकपदी 2) से विभाजन पर विचार करें 
49 + 59 + 6५9 ८ (2 » 2 9» 9 » 9)+ (5 » » » 9) + (2 » 3 » ५७) 
[यहाँ, हम बहुपद (?0]9n07/॥]) के प्रत्येक पद को गुणनखंड के रूप में लिखते हैं।| हम पाते 
हैं कि 2» » दो पदों में एक सार्व गुणनखंड है साथ ही, हम इसे तीसरे पद 592 के लिए भी 
एक सार्व गुणनखंड के रूप में बदल सकते हैं। तब, हम प्राप्त करते हैं : 


के 
Ay +5/+ 6» 52 » 9 » (22८ 9» 9)+ 2 2 ५ »< > x » +2xXyXS3 


5 
= 29 (290) + 29 E धर + 2y (3) 


5 ु 

= 2.0 | 27 + १). सु 3 (सार्व गुणनखंड 29 को अलग दर्शाया गया है 

अतः (4y + 5y"+6y) + 29 
707) १६ च +3 
_ 49 --590--69_/2 (८) 22 ) 
है 2y 2y 
वैकल्पिक रूप में, हम त्रिपद के प्रत्येक पद को, निरस्तीकरण की विधि का प्रयोग करते हुए, 

उस एकपदी से भाग दे सकते थे : 


-- 20” + 22+ 3 












व. ही 49 --59--6 
यहाँ हम अंश में (403 -- 592 + 690) + 29 = ण्य 
बहुपद के प्रत्येक पद 2 
को हर में एकपदी से Ay’ sy? 6y 5 
भाग देते हैं। =~ ++ =2y+yy+3 
2y 295 2y 2 


उदाहरण ]4 : उपरोक्त दोनों विधियों का प्रयोग करते हुए, 24(%)2 + ४५८ + 70722) को 8502 
से भाग दीजिए। 
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हल : 24 (४४५८ + ४४४८ + १४८) 
-_2>2>2>3> [(४>८ ४» 9 > 7) + (४८ 9 > 9» 7) + (४ ८ 9 »< > 2) | ह 
=2»x2»x2%3%xxyxZX(+)+2) (सार्व गुणनखंड बाहर लेने पर) F प 
- 8 > 3 > ४५८ > ((+ 9+ ८2) ( हूँ 





अतः 24 (४9७८ + कट + 5५८7) + 8xyZ 


6 >< 3 x 2 (&+ 9 + 
होमो तिक CRORES मा मम क 
8 > ४५८ 


2400 yz , 24592 हि 2402 
8२४८2 8२५४८ 892 








वैकल्पिक रूप में 2400202 + XYZ + XYZ) + 8902 = 





स 320 + 39 ++ 37 ८ 3(४+ 9 + 2) 


॥4.4 बहुपद का बहुपद से विभाजन 


° (7 + ]4) + (४ + 2) पर विचार कीजिए। 


हर के साथ (7? + ]4%) के गुणनखंडों की जाँच एवं मिलान करने के लिए, पहले इसके 
गुणनखंड करेंगे। 













क्या यह अंश के 
प्रत्येक पद को हर में 


Ix +Ix=(xxxXx)+(2XT Xx) 
=JxXxxX(x+2)= त्र +2) 


दिए द्विपद से भाग देने 
अब, (+l) TC करेगा? 
x+2 
Jx(x +2 
= So = 7% (गुणनखंड (४ + 2) को काटने पर) 
क्र 


उदाहरण ॥5 : 44(%* - 5.8 - 24%?) को ।।%(% - 8) से भाग दीजिए। 


हल : 44(%* - 5.0 - 242), के गुणनखंड करने पर, हमें प्राप्त होता है : 
AA - 5 - 2400) - 2 2 > > 4202-55 - 24) 
(कोष्ठक में से सार्व गुणनखंड +? बाहर करने पर ) 
- 2» 2 2८ [] xx (x - 85 -- 3. - 24) 
- 22८ 2 2 >.” [४ (४- 8) + 3७0 -8)] 
=2x2%llxx (४-8) (४+ 3) 
अतः 44(४ - 5.४ - 24४“) + llx(r - 8) 
2x2xllxxxxx(x+3)x(x-8) 
का Il%x x x (४-8) 
=2x2xx(x+3)=Ax(x+3) 
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उदाहरण 6 : 2(52? - 80) को 52(2 +4) से भाग दीजिए। | हम अंश और हर में से सार्व 
हल : भाज्य = (522 - 80) गुणनखंड ।], « और (५-8) 
-. 2[(5 <2)) LO] को काट देते हैं। 
न्य) RIO) 
= 52 > ((+ 4) (९-4) [सार्वसमिका ०? - ४? - (६+ ७) (८ -}) को प्रयोग करने पर] 
32(2-4) (2+4) 


2 Sth.) न र ह 
इस प्रकार, ट(52- 80) + 52(Z +4) 47८4) (7-4) 





व प्रश्‍नावली 74.3 


॥. निम्नलिखित विभाजन कीजिए : 
(I) 28४ = 569 (i) —36y° + 9४ (iii) 66947 + llgr’ 








(Iv) 34४४८ + SIxXy‘Z (५) l2a°b® + (- 64097) 
2. दिए हुए बहुपद को दिए हुए एकपदी से भाग दीजिए : 
0) (5४ - Ox) + 3x 60) Gy -- 49" + 397) + ४ 


(0) 8४४४ + ४४४ + ४४४४) + 4४४४४८८ 6५)  +2x°+3x)= 2x 
(० 47-7१) +#४# 4 
3. निम्नलिखित विभाजन कीजिए : 
6) (IOx—25)+5 i) (Ox—25)+ (2: - 5) 
Gi) IOy(6y+2D+5Cy+T) Gv) 9x°y2(32— 24) + 27xy(E — 8) 
(०) 9647८ (3a - I2) (5b - 30) + I44(a - 4) ७-6) 
4. निर्देशानुसार भाग दीजिए : 
0) SOx+D(x+5S)s(x+]) GD 206४५(४+ 5) (४-4) + l3x(y-—4) 
ID 3247 (७५4) (4 + 7) (४५७) IOApqg(g+r) (+p) 
iv) 20(00+ 4) (/+ 5४-- 3) + 5(४+ 4) (४) xe+D(+2)x+3)sx0+]) 
5. व्यंजक के गुणनखंड कीजिए और निर्देशानुसार भाग दीजिए : 
(0) (४+79+ [0) + (४+ 5) i) (m —lAm—32)—(m+2) 
(i (Sp°—25p+20)+(p—l]) Iv) 492(८7 + 62- I6)+2y(+ 6) 
(०) 574५7 - 4) + 27(9+ 4) 
(vi) I2xy(9x° - 6y°) + 4xy(3x + 49) (vii) 39y°(50y" — 98) + 26y°(Sy + 7) 


4.5 क्‍या आप त्रुटि ज्ञात कर सकते है? 









कार्य (५) । एक समीकरण को हल करते समय, सरिता 
निम्नलिखित प्रकार से हल करती है : 


Sx+x+5x=72 


किसी पद के गुणांक । 
को प्रायः दर्शाया नहीं 
जाता है। परंतु समान 


पदों को जोडते समय, 
अतः 5% = 72 हम इसे योग म 
77 सम्मिलित करते हैं। 
और इसलिए, ४ = पु 59 


उसने कहाँ त्रुटि की है? सही उत्तर ज्ञात कीजिए। 
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कार्य (४६० 2 अप्पू ने यह किया : 
















एक ऋणात्मक मान 
रखते समय, कोष्ठकों 
का प्रयोग करना 
याद रखें। 


Me ७ व्य ie व व्य 
क्या उसकी प्रक्रिया सही है? यदि नहीं, तो इसे सही कीजिए। 
कार्य (49) 3 नम्रता और सलमा ने बीजीय व्यंजकों का गुणा निम्नलिखित प्रकारों से किया : 





नम्रता सलमा याद रखिए, जब आप कोष्ठकों में 
3 3 3 3 बंद किसी व्यंजक को उसके बाहर 

(a) 3 -4)= 3. - 4 3 —4)=3x-—I]2 लिखे अचर (या चर) से गुणा 
b) (2? = 24 20? = 42 करते हैं, तो व्यंजक के प्रत्येक पद 


से उस अचर (या चर) को गुणा 
किया जाता है। 





(c) (2-3) (७+ 2) 5८ 242 - 6 (a-—3)(a+ » 
















= 24 +4-6 “याद रखिए, जब आप किसी 
एकपदी का वर्ग करते हैं, तो 
(6) (४+ 8)? > ४? + 64 (x + 8)? संख्यात्मक गुणांक और प्रत्येक कोई भी सूत्र 
गुणनखंड का वर्ग किया जाता है। प्रयोग करने से 
=x“ + l6x+ 04 
(€) (0-5) N= 2S (x— 5)“ ८ ४४ -- l0xs+ 25 


कया नम्रता और सलमा द्वारा किए गए गुणन सही हैं? कारण सहित अपने उत्तर दीजिए। 


क, 5 किया जा सकता 
कार्य (३५K) 4 जोसफ ने एक विभाजन इस प्रकार किया : i ] 


a+5 
उसके मित्र शिरीश ने यह विभाजन इस प्रकार किया : र 











एक बहुपद को एकपदी से 


a+5 a 
भाग देते समय, हम अंश के उसके अन्य मित्र सुमन ने इसे इस प्रकार किया : क ] 






बहुपद के प्रत्येक पद को हर > 
में दिए एकपदी से भाग देते हैं। किसने विभाजन सही किया? किसने विभाजन गलत विधि से 
किया? और क्‍यों? 
कुछ मनोरंजन! 
अतुल सदैव अलग तरीके से सोचता है। वह सुमथि अध्यापिका से पूछता हे, “यदि आप जो 
64 4 
कुछ कहती हैं वह सत्य है, तो मैं "5-4 के लिए सही उत्तर क्यों प्राप्त कर रहा हूँ?” 
64 ]6%4 4 
अध्यापिका स्पष्ट करती है, “ऐसा इसलिए है कि 64= ।6%4; है तथा पठ य हन्ता ९83 


वस्तुतः हम सार्व गुणनखंड ।6 को काटते हैं; 6 को नहीं, जैसा कि आप देख सकते हैं। वास्तव 
में, 6 न तो 64 का और न ही ।6 का गुणनखंड है।” अध्यापिका आगे कहती है, “साथ ही, 


664 4 6664 4 
आ मा कात > येड, 
क र त्ता इत्यादि भी हें।” क्या यह रोचक नहीं हे? क्या आप -- के प्रकार के 


कुछ अन्य उदाहरण ज्ञात करने में अतुल की सहायता कर सकते हैं? 


2020-2 





238 क्ल गणित 


कक प्रश्‍नावली 4.4 


निम्नलिखित गणितीय कथनों में त्रुटि ज्ञात करके उसे सही कीजिए : 
l. 4(४-5) 5८5 4४ - 5 2. x(3x+2)=3x +2 3. 25 -- 39८ 529 
4. x+2x+3x= Sx 5. 5/9/+29+9- 7५9८0 6. Sx+2x= Sx’ 
7. Ox) + 4(25) + 7 > 2४2 + 80% + 7 8. Ox) + 59 5८45४ + 55 ८ 9५४ 
9, (3४+ 2)” ८ 3४“ + 6४ + 4 
॥0. * = -3 प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है। 
(@ x +5%+4 से(-3)+5(-3)+4=9+2+4 = ]5 प्राप्त होता है। 
(७) 2 -5४+4से (-3)-5(-3)+4=9-5+4=-2 प्राप्त होता है। 
(८) 2 + 5£ से (-3)?+5 (-3)= -9 -।5 = - 24 प्राप्त होता है। 
Il. (४/-3)2- ४7 - 9 I2. (/+5)2 =2 +25 























3. (2a + 3b) (a -b) = 26“ - 352 4. (४+4) (ध+ 2) 5८ ०८८ + $ 
3५% 
5. (४-4) (७- 2) 5८ ८८ - 8 ॥6...- च 
3X 
33 +] 3X हल a 
IT, oo i 78424562२2 I). 4x+3 4x 
Ax+S Jx+5 
20. =5 2]. = 7X 
Ax 5 


हमने क्‍या चर्चा .की? 

















॥. जब हम किसी व्यंजक का गुणनखंड करते हैं, तो हम उसे गुणनखंडों के गुणनफल के रूप में लिखते हें। 
ये गुणनखंड, संख्याएँ, बीजीय चर या बीजीय व्यंजक हो सकते हें। 

2. एक अखंडनीय गुणनखंड वह गुणनखंड है जिसे और आगे गुणनखंडों के गुणनफल के रूप में व्यक्त नहीं 
किया जा सकता है। 

3. किसी व्यंजक का गुणनखंड करने की एक क्रमबद्ध विधि सार्व गुणनखंड विधि है। इस विधि के तीन चरण 
होते हैं : 6) व्यंजक के प्रत्येक पद को अखंडनीय गुणनखंडों के गुणनफल के रूप में लिखिए। (7) सार्व 
गुणनखंडों का पता लगाइए और उन्हें अलग कर लीजिए। (7) प्रत्येक पद में शेष गुणनखंडों को बंटन नियम 
के अनुसार संयोजित कोजिए। 

4. कभी-कभी एक दिए हुए व्यंजक के सभी पदों में एक सार्व गुणनखंड नहीं होता हे, परंतु इन पदों के कुछ 
समूह इस प्रकार बनाए जा सकते हैं कि प्रत्येक समूह के सभी पदों में एक सार्व गुणनखंड होता है। जब 
हम ऐसा करते हें, तो सभी समूहों में एक सार्व गुणनखंड प्रकट हो जाता है, जिससे हम व्यंजक के 
गुणनखंड प्राप्त कर लेते हैं। यह विधि पुनःसमूहन विधि कहलाती हे। 

5. पुनःसमूहन द्वारा गुणनखंडन में, यह याद रखना चाहिए कि व्यंजक के पदों के प्रत्येक पुनःसमूहन 
पुनःव्यवस्था से गुणनखंड प्राप्त नहीं होते हैं। हमें व्यंजक को देखना चाहिए तथा प्रयास और भूल-विधि 
से वांछित पुनःसमूहन प्राप्त करना चाहिए। 
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गुणनखंडन किए जा सकने वाले व्यंजकों में से अनेक ०? + 2 4७ + ४९, ०? - 24७ + 5२, ०? - ? और 
१ +(८+b) + 4४ के रूप के होते हैं या उन्हें इस रूप में बदला जा सकता है। इन व्यंजकों के गुणनखंड 
अध्याय 9 में दी हुई निम्नलिखित सर्वसमिकाओं ॥, ग, गा और [४ से ज्ञात किए जा सकते हैं : 

a’ +2ab+b’=(a+b) 

a’ -- 249 + 7: 5 (८-०)? 

a’ -- 7: - (७+ 2) (- 8) 
x +(a+b)x+ab=(x+a)(x+b). 

उन व्यंजकों में, जिनके गुणनखंड (४+ व) (४ + 0) के प्रकार के हैं, याद रखना चाहिए कि संख्यात्मक 
(अचर) पद से «४ प्राप्त होता है। इसके गुणनखंडों ८ और ७ को इस प्रकार चुनना चाहिए कि चिह्न को 
ध्यान में रखते हुए, इनका योग » के गुणांक के बराबर हो। 


, हम जानते हैं कि संख्याओं की स्थिति में विभाजन, गुणा की प्रतिलोम संक्रिया होती है। यही बात बीजीय 


व्यंजकों के विभाजन के लिए भी लागू रहती है। 

एक बहुपद को एक एकपदी से विभाजन को स्थिति में, हम या तो विभाजन, बहुपद के प्रत्येक पद को 
उस एकपदी से भाग देकर कर सकते हैं या सार्व गुणनखंड विधि से कर सकते हैं। 

एक बहुपद को एक बहुपद से विभाजन को स्थिति में, हम भाज्य बहुपद के प्रत्येक पद को भाजक बहुपद 
से भाग देकर विभाजन नहीं कर सकते। इसके स्थान पर, हम प्रत्येक बहुपद के गुणनखंड करते हैं और 
इनमें सार्वगुणनखंडों को काट देते हैं। 

इस अध्याय में पढे गए बीजीय व्यंजकों के विभाजनों की स्थिति से हमें 

भाज्य = भाजक % भागफल प्राप्त होगा। 

परंतु व्यापक रूप में यह संबंध निम्नलिखित है : 

भाज्य = भाजक % भागफल + शेषफल 

इस प्रकार, इस अध्याय में हमने केवल उन विभाजनों की चर्चा की है, जिनमें शेषफल शून्य है। 

बीजीय प्रश्नों को हल करते समय विद्यार्थी अनेक प्रकार की त्रुटियाँ करते हैं। आपको ऐसी त्रुटियाँ करने 
से बचना चाहिए। 
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